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Momenty setrvanosti priifezil

Momenty setrvanosti pri¥ezu s plochou A k ose x a k ose y

Ix:/deA, Iy:/x2dA
A ) A

Y

A

Momenty setrvaénosti k osdm prochdzejicim téZistém se nazyvaji centralni. )
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Steinerova véta

Souvislost momenti setrvaénosti k rovnobéZznym osam

Steinerova véta

Moment setrva&nosti priifezu k ose, kterd neprochazi t&€Zistém, se rovnd momentu

setrva&nosti prilfezu k t&Zi&tové ose, kterad je s ni rovnob&zna, zvé&tSenému o soudin
plochy prifezu a &tverce vzdalenosti obou os

I, =1, +cA

Iy =Ty, + d*A

Steinerova véta predstavuje vztah mezi momenty setrva&nosti k t&Zistovym osdm
a k osam, které jsou s nimi rovnobé&zné.
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Steinerova véta
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d
T o
|
| c
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0 ' z
Po tdpravé |ze Steinerovu vétu pouZit ve tvaru
I, =1,—cA

I,=1,—dA
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Obdélnik - momenty setrvaénosti k t&Zistovym osam J
h
3 dy dA = bdy
h S TT_ TT diferencidl plochy prouzku
= h
2 : integrani meze y od —5 P03

|

% 2 y3
IIT:/ysz:/ by2dy:b/ y2dyb{] =
A -4 = Slog

2

b|/n\? pN? b [R® R3] b2nd 1,
3|\2 2 318 8] 38 12
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Obdélnik - momenty setrvaénosti k téZistovym osam J
Y17 M\ doe
h dA=hdz
2 diferencial plochy prouzku
hl -4 T ) - b b
h ' integra&ni meze x od —— po —
5 ! 2 2
|
b/2|b/2
b

b

IyT:/x2dA:/2 hxzdxzh/
A —% _

h
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OvéFeni Steinerovy véty

Obdélnik - momenty setrvaénosti k osam prochazejicim stranami obdélnika J

Moment setrvanosti vypolteme nejprve podle vzorce.

dA =bdy
diferencial plochy prouzku

integratni meze y od 0 po h
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OvéFeni Steinerovy véty

Obdélnik - momenty setrvaénosti k osam prochazejicim stranami obdélnika J

Stejny vysledek ziskdme i vypo&tem pomoci Steinerovy véty.

Yy
I, = I +cA
A=0bh
h
% = —
h T & 5 '
2 v = —bh3
s T2

1 n\?2 1 1
I,=1, 24 = —pp3 o —_ S ap3 . 113
.t bh +< ) bh = T5bh® + Jbh

1
5 LSy — Lo

12 3
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OvéFeni Steinerovy véty

Obdélnik - momenty setrvacnosti k osam prochazejicim stranami obdélnika J

Vypotet momentu setrvatnosti podle vzorce.

Yz dx
dA=hdx
diferencial plochy prouzku
L TT integracni meze x od 0 po b
[
[
0 b z

b b #3101
Iy:/x2dA:/hm2dx=h/ xdezh{} = —hb®
A 0 0 3o 3

[GIPELE] Rihovd (Mendelu Brno) Momenty setrva&nosti



OvéFeni Steinerovy véty

Obdélnik - momenty setrvaénosti k osam prochazejicim stranami obdélnl'kaJ

TentyZ vysledek lze ziskat pouZitim Steinerovy véty.

YN /2 NYT
I, =1, +d*A
A=0bh
b
h — = 4 d=—
T 2 1
[
! IyT_ﬁhbS
0 b z
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctverec - momenty setrvacnosti k t&zisfovym osam J
yr
2 o7 pro &tverec plati
a Xt b=h=a
had 1T
2 !
a/2]a/2
a
1 1
I, = —bh* = —a* 1
T 719 12 = Ly =1, = ﬁa“
1 1
I, = —hb*=—a*
12 12
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctverec - momenty setrvaénosti k osam prochazejicim stranami Etverce J

Y
a
B} pro &tverec plati
K1 o b=h=a
a I
2 !T
0la/2]a/2 z
a
L.s 14
= — = — 1
£ 3bh 3¢ = I,=1,=-a*
1
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Duty obdélnik - momenty setrvaénosti k t&Zistovym osam

Jde o sloZeny obrazec z vnéj$iho obdélniku o rozmé&rech by, h; a ode&itany vnitini
obdélnik o rozmérech by, hs.

yr
momenty setrvacnosti obdélniku
1
I, = —bh?
h1 h2 F T — xT T 12
T 1,
by
1

1 1 1

I, = ﬁblhi’ — ﬁb2h§ =5 (byh$ — bah3)
1 1 1 f (

Iy, = T5hbi = habl = = (hab — hab})
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Pravouhly trojuhelnik - momenty setrvacnosti k osam prochazejicim
vrcholem

Vypolteny moment setrvacnosti pouZijeme déle pro odvozeni centralniho
momentu.

0 dA = x dy diferencidl plochy prouzku

Y z podobnosti trojihelnikl plyne
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Pravoihly trojuhelnik - momenty setrvaénosti k té&zistovym osam J

K vypottu pouZijeme vztah plynouci ze Steinerovy véty a jiz vypo&teny moment
setrvanosti k ose x jdouci vrcholem trojihelniku.

2
0 Iy, =1, —c"A
T 1
A= =bh
2h 2
h 3 2,
. c= ¢
T zT )
|

I, = —bh?

b 4

2
1 1, 2 . 9-8 ., 1 .
Sbho= =bh® — Zon3 = Z_SpR3 — —ph
h> Sbh = Jbh® = Sbh® = = =bh® = o
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Momenty setrvanosti zdkladnich prirezi

u

Pravouhly trojihelnik - momenty setrvaénosti k osam prochazejicim
vrcholem

Tento moment setrvaénosti se uZije p¥i vypotu centrdlniho momentu.
Y

dA = y dx diferencidl plochy prouzku

z podobnosti trojihelniki plyne
Yy

I
nob YT R”

h
5 dA:yda::Exdm
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Pravouihly trojiihelnik - momenty setrvaénosti k t&Zistovym osam |

PouZijeme vztah odvozeny ze Steinerovy véty a jiZz vypocteny moment setrva&nosti
k ose y jdouci vrcholem trojihelniku.

yT2 y I, =1,—d*A
b
3 A=Lpn
2
Mol d=2
a 3
1
- I, = —hb*
b o v 4

1 2\%1 1 2 9-8 1
I, =1, —d?A=-hb>—(2b) =bh==hb®> — Zhb® = 3 _ 3
ye =1, —d b ( b) Sbh = Jhb’ — Shb 55 10’ = gght
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Pravouhly trojuhelnik - momenty setrvacnosti k osam prochazejicim
stranami trojuhelniku

Moment setrvagnosti pravouhlého trojihelniku k ose, kterd prochazi stranou h,
budeme potfebovat pro odvozeni momentu setrva&nosti rovnoramenného
trojihelniku. Moment vypo¢teme pomoci Steinerovy véty.

v g vr I, =1, +d*A
<>
\ Azibh
T d:%b
IyT:%th’

1 1\%1 1+2 1
I, =1 2A = —hb3 - ph — 34 3 3 3
y =1y, +d 36hb +<3b> bh = 36hb 18hb = —g b’ = 5hb
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Rovnoramenny trojiihelnik - momenty setrvaénosti k téZistovym osam

Rovnoramenny trojihelnik se sklada ze dvou symetrickych pravodhlych
trojuhelnikid. PouZijeme momenty setrvaénosti pro pravothly trojihelnik, a to

vvvvv

2
hp3 | O
%h 15 T T,
0/2 b/2
b
yr

pro pravouhly trojihelnik plati
1
L., = %bh?’

1
er Iy =3’
I, je moment ke strané h trojihelniku,
jeZ je vyskou rovnoramenného trojihelniku
(osa y je totoZnd s nasi osou yr)

délka spodni strany neni b, ale b/2
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctvrtkruh - momenty setrvatnosti k osam jdoucim “bo&nimi stranami” J

dA = z dy diferencidl plochy prouzku
rovnice kruZnice o poloméru r, stfedu [0, 0]
d 2% 42 =12
Y _T.I T\ x:m prox >0
oL« T dAd=zdy=+r? -y’ dy

y =rsint
dy =rcostdt

_ Y
Iw:/Ay dA — / /r2 — 2 dy = (t—arcsmr) _

y=0=1t=arcsin0 =0

y=7r=1%t=arcsinl =

SE

r

2
:/ rZsin? tvVr2 — r2sin?t rcostdt:r4/ sin?tv/'1 — sin?¢ cost dt =
0 0
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctvrtkruh - momenty setrvatnosti k osam jdoucim “boé&nimi stranami” J

1 =sin?t 4+ cos? t
1 —sin?t = cos® ¢

%
:T4/ sin®tcostyv1 —sin?t dt =
0

. 2sintcost = sin 2t
Fl . 2 2, 2 1
:r4/ sin?tcos?t df — 4sin” t cos t—lsm 2t :77,4/ sin2 92t dt —
0 sin®tcos®t = = sin? 2t 0

NE)

sin? ¢ 1 — cos2t . -
= 1 2 1 1 2
2 = 77’4/ (1 — cos4t) dt = —r* [t - - Sin4t} =
1- (;08475 ] 0 ] 4

sin? 2t = 0

1, T 1 . 1 . 1 ,/m r
= — —_— = 2 — _ = = — —_ — = —
87“ {(2 4sm 7r> <0 4smO)] 87" (2 O) 16777‘
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctvrtkruh - momenty setrvatnosti k osam jdoucim “bo&nimi stranami” J
Y
dA = y dx diferencidl plochy prouzku
>~ rovnice kruZnice o poloméru r, stfedu [0, O]
" 2?4 y? =12

- 79
Y T y=+vr2—z2 proy>0
ol =z x dA=ydx =+/r2—-22dzx
Analogicky jako moment setrvacnosti I, se vypotte (vyjde stejny urcity integral)

T =rsint
dx = rcostdt

r T
Iy:/xsz:/ 22\/r2 — 22 de = (t:arcsm;) =
A 0

r=0=t=arcsin0=0

r=7r=t=arcsinl =

[N

3 1
:/ rsin?t rz—rgsinztrcostdt:-~-zﬁ7rr4
0
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Ctvrtkruh - momenty setrvatnosti k t&Zistovym osam J

Pro vypocet uZijeme vztahy plynouci ze Steinerovy véty a jiz odvozené momenty
setrvaénosti k osam x a y.

Iy =1, —c*A
T xrT x
Ypdr pY I, =1, d’A
3T 1,
I, =1,= 1—67rr
\ momenty k osdm x a y
4r
T Trrer  c=d=go
' 3 plyne ze soufadnic t&Zist& &tvrtkruhu
r z A 1,
= —7r
4

1 4r\*1 4
Ipp =1y, :Iz—CZA:Iy—d2A:1—6ﬂ'r4f (r> 47r7'27"4<7r >
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

o

Piilkruh - momenty setrvaénosti k téZistovym osdam

Pllkruh je sloZzeny obrazec ze dvou &tvrtkruhl. PouZijeme moment setrvaénosti
Ctvrtkruhu k t&Zigtové ose z7 a k ose prochdzejici spole¢nou stranou obou

Etvrtkruhl (je osou symetrie palkruhu).

yr

pro &tvrtkruh plati

4
I =7t T _ 2
x =T (16 977)

1
I, = —nrt
Y16 L.
I, je moment setrvacnosti k ose

prochdzejici “bo&ni stranou” &tvrtkruhu
(je to osa symetrie palkruhu

A

a tudi? t&%igtovd osa yr)
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

Kruh - momenty setrvaénosti k t&zistovym osam J

Kruh je sloZzeny obrazec ze dvou pllkruhii. ProtoZe je kruh symetricky podle osy
zr i yr, bude pro momenty setrva&nosti k t&Zistovym osam platit I, = I,,,..

yr

pro pulkruh platf
4
Iy, = 3"
I, je moment setrvalnosti k ose
symetrie prochazejici stfedem S
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Momenty setrvaénosti zakladnich priifezi

MezikruZi - momenty setrvaénosti k t&Zistovym osam J

MezikruZi je sloZeny obrazec z vn&jSiho kruhu o poloméru r; a ode&itany vnit¥ni
kruh o poloméru 5.

yr
79 r pro kruh platl'1
— y T IxT = IyT = 17{1‘4
1 1 1
Iy, =1, = 1777’% - 171'7’3 =17 (7“1l - 7’3)
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Neurdity integral - vlastnosti, vzorce, integraéni metody

Shrnuti zdkladniho matematického aparatu potfebného pro vypocet momenti
setrvagnosti prifezi

Vlastnosti neurcitého integralu
o [U@)+9@) do= [ f)dot [ gla)do
° /cf(x) dz = c/f(x) dz
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Neurdity integral - vlastnosti, vzorce, integraéni metody

Zakladni vzorce pro integrovani

xn+1
0/x”dx=n+ +ec (n#-1) /ldx:x—i—c

e/ezdxzem+0, /azdx:a—+c
Ina

Q/Sinxdx:—cosx—i-c, /cos:z:dx:sin:zz+c

1 1
(5] —— dz = —cotgz + c, s—dr =tgr+c¢

sin® z cos?

1 1 a 1 1 A+zx

O [grimir=queng e [ e gm|it e

. @
dx = arcsin —
A

1 1
0/\/142—{1?2 e /\/:CQ:I:B

dmzln‘x—}-\/:cQ:I:B’—l—c
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Neurdity integral - vlastnosti, vzorce, integraéni metody

Substitu&ni metoda
[ rle@le@ = ' s i P

Ze substituéni metody plynou nasledujici vzorce:

Integrace funkce s linedrni vnitfni slozkou

/fax—|—b da:— F(ax +b) +

Specidlni p¥ipad zlomku

@) =In|f(z @
| 5 de = mista) +

N
N
<
N
\
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Neurdity integral - vlastnosti, vzorce, integraéni metody

Metoda per partes
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Urcity integral - vlastnosti, vypocet

b b b

o [@ 9] do= [ f@)dos [ glz)do
b b

o/cf(x)dx:c/ f(z)dz

4

b @ b
o/f(ac)dxz/ f(a:)dw—i—/ f(z) dx

Vyména mezi urditého integralu
o / f@yde=— [ J@ s @>1




Urcity integral - vlastnosti, vypocet

Newton - Leibnizova formule pro vypocet uréitého integralu

' f(@) dz = [F@)]’ = F(b) - F(a)

I je primitivni funkce k f, tedy neurdity integral /f(x) dz =F(z)+c¢
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Urcity integral - vlastnosti, vypocet

Metoda per partes pro urcity integral
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