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c©Dana Ř́ıhová (Mendelu Brno) Momenty setrvačnosti 1 / 37
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švýcarský matematik - geometr
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Momenty setrvačnosti pr̊ǔrez̊u

Momenty setrvačnosti pr̊ǔrezu s plochou A k ose x a k ose y

Ix =
∫

A

y2 dA, Iy =
∫

A

x2 dA

T

x

y

0

A

Momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım těžǐstěm se nazývaj́ı centrálńı.
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Steinerova věta

Souvislost moment̊u setrvačnosti k rovnoběžným osám

Steinerova věta
Moment setrvačnosti pr̊ǔrezu k ose, která neprocháźı těžǐstěm, se rovná momentu
setrvačnosti pr̊ǔrezu k těžǐst’ové ose, která je s ńı rovnoběžná, zvěťsenému o součin
plochy pr̊ǔrezu a čtverce vzdálenosti obou os

Ix = IxT
+ c2A

Iy = IyT
+ d2A

Steinerova věta p̌redstavuje vztah mezi momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám
a k osám, které jsou s nimi rovnoběžné.
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Steinerova věta

xT

yT

c

d

T

x

y

0

Po úpravě lze Steinerovu větu použ́ıt ve tvaru

IxT
= Ix − c2A

IyT
= Iy − d2A
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Obdélńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

dA

T
xT

y
dy

b
b/2 b/2

h
h

2

h

2 dA = b dy
diferenciál plochy proužku

integračńı meze y od −h

2
po

h

2

IxT
=
∫

A

y2 dA =
∫ h

2

−h
2

by2 dy = b

∫ h
2

−h
2

y2 dy = b

[
y3

3

]h
2

−h
2

=

=
b

3

[(
h

2

)3

−
(
−h

2

)3
]

=
b

3

[
h3

8
+

h3

8

]
=

b

3
2h3

8
=

1
12

bh3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Obdélńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

dA

T

yT xdx

b
b/2 b/2

h
h

2

h

2
dA = h dx
diferenciál plochy proužku

integračńı meze x od − b

2
po

b

2

IyT
=
∫

A

x2 dA =
∫ b

2

− b
2

hx2 dx = h

∫ b
2

− b
2

x2 dx = h

[
x3

3

] b
2

− b
2

=

=
h

3

[(
b

2

)3

−
(
− b

2

)3
]

=
h

3

[
b3

8
+

b3

8

]
=

h

3
2b3

8
=

1
12

hb3
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Ově̌reńı Steinerovy věty

Obdélńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım stranami obdélńıka

Moment setrvačnosti vypočteme nejprve podle vzorce.

dA

T

x

y

y

dy

b

h

0

dA = b dy
diferenciál plochy proužku

integračńı meze y od 0 po h

Ix =
∫

A

y2 dA =
∫ h

0

by2 dy = b

∫ h

0

y2 dy = b

[
y3

3

]h

0

=
1
3
bh3
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Ově̌reńı Steinerovy věty

Obdélńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım stranami obdélńıka

Stejný výsledek źıskáme i výpočtem pomoćı Steinerovy věty.

xT
T

x

y

h

2
b

h

0

Ix = IxT
+ c2A

A = bh

c =
h

2
IxT

=
1
12

bh3

Ix = IxT
+ c2A =

1
12

bh3 +
(

h

2

)2

bh =
1
12

bh3 +
1
4
bh3 =

1 + 3
12

bh3 =
1
3
bh3
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Ově̌reńı Steinerovy věty

Obdélńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım stranami obdélńıka

Výpočet momentu setrvačnosti podle vzorce.

dA

T

x

y

b

h

x dx

b

h

0

dA = h dx
diferenciál plochy proužku

integračńı meze x od 0 po b

Iy =
∫

A

x2 dA =
∫ b

0

hx2 dx = h

∫ b

0

x2 dx = h

[
x3

3

]b

0

=
1
3
hb3
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Ově̌reńı Steinerovy věty

Obdélńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım stranami obdélńıka

Tentýž výsledek lze źıskat použit́ım Steinerovy věty.

yT

T

x

y b/2

b

h

0

Iy = IyT
+ d2A

A = bh

d =
b

2
IyT

=
1
12

hb3

Iy = IyT
+ d2A =

1
12

hb3 +
(

b

2

)2

bh =
1
12

hb3 +
1
4
hb3 =

1 + 3
12

hb3 =
1
3
hb3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtverec - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

T

xT

yT

a
a/2 a/2

a
a

2

a

2 pro čtverec plat́ı
b = h = a

IxT
=

1
12

bh3 =
1
12

a4

IyT
=

1
12

hb3 =
1
12

a4

⇒ IxT
= IyT

=
1
12

a4
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtverec - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım stranami čtverce

T

x

y

0
a

a/2 a/2

a
a

2

a

2 pro čtverec plat́ı
b = h = a

Ix =
1
3
bh3 =

1
3
a4

Iy =
1
3
hb3 =

1
3
a4

⇒ Ix = Iy =
1
3
a4
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Dutý obdélńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Jde o složený obrazec z vněǰśıho obdélńıku o rozměrech b1, h1 a odeč́ıtaný vniťrńı
obdélńık o rozměrech b2, h2.

xT

yT

T

b1

b2

h1 h2

momenty setrvačnosti obdélńıku

IxT
=

1
12

bh3

IyT
=

1
12

hb3

IxT
=

1
12

b1h
3
1 −

1
12

b2h
3
2 =

1
12
(
b1h

3
1 − b2h

3
2

)
IyT

=
1
12

h1b
3
1 −

1
12

h2b
3
2 =

1
12
(
h1b

3
1 − h2b

3
2

)
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Pravoúhlý trojúhelńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım
vrcholem

Vypočtený moment setrvačnosti použijeme dále pro odvozeńı centrálńıho
momentu.

T

x

b

h

y

dy
x
dA

0 dA = x dy diferenciál plochy proužku

z podobnosti trojúhelńık̊u plyne

x

b
=

y

h
⇒ x =

b

h
y

dA = x dy =
b

h
y dy

Ix =
∫

A

y2 dA =
∫ h

0

b

h
y3 dy =

b

h

∫ h

0

y3 dy =
b

h

[
y4

4

]h

0

=
b

h

h4

4
=

1
4
bh3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Pravoúhlý trojúhelńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

K výpočtu použijeme vztah plynoućı ze Steinerovy věty a již vypočtený moment
setrvačnosti k ose x jdoućı vrcholem trojúhelńıku.

xTT

x

b

h

2
3
h

0 IxT
= Ix − c2A

A =
1
2
bh

c =
2
3
h

Ix =
1
4
bh3

IxT
= Ix − c2A =

1
4
bh3 −

(
2
3
h

)2 1
2
bh =

1
4
bh3 − 2

9
bh3 =

9− 8
36

bh3 =
1
36

bh3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Pravoúhlý trojúhelńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım
vrcholem

Tento moment setrvačnosti se užije p̌ri výpočtu centrálńıho momentu.

T

y

b

h

y

dx x

dA

0

dA = y dx diferenciál plochy proužku

z podobnosti trojúhelńık̊u plyne

y

h
=

x

b
⇒ y =

h

b
x

dA = y dx =
h

b
x dx

Iy =
∫

A

x2 dA =
∫ b

0

h

b
x3 dx =

h

b

∫ b

0

x3 dx =
h

b

[
x4

4

]b

0

=
h

b

b4

4
=

1
4
hb3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Pravoúhlý trojúhelńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Použijeme vztah odvozený ze Steinerovy věty a již vypočtený moment setrvačnosti
k ose y jdoućı vrcholem trojúhelńıku.

T

y

b

h

0

yT

2
3
b

IyT
= Iy − d2A

A =
1
2
bh

d =
2
3
b

Iy =
1
4
hb3

IyT
= Iy − d2A =

1
4
hb3 −

(
2
3
b

)2 1
2
bh =

1
4
hb3 − 2

9
hb3 =

9− 8
36

hb3 =
1
36

hb3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Pravoúhlý trojúhelńık - momenty setrvačnosti k osám procházej́ıćım
stranami trojúhelńıku

Moment setrvačnosti pravoúhlého trojúhelńıku k ose, která procháźı stranou h,
budeme poťrebovat pro odvozeńı momentu setrvačnosti rovnoramenného
trojúhelńıku. Moment vypočteme pomoćı Steinerovy věty.

T

y b

3

b

h

0

yT
Iy = IyT

+ d2A

A =
1
2
bh

d =
1
3
b

IyT
=

1
36

hb3

Iy = IyT
+ d2A =

1
36

hb3 +
(

1
3
b

)2 1
2
bh =

1
36

hb3 +
1
18

hb3 =
1 + 2
36

hb3 =
1
12

hb3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Rovnoramenný trojúhelńık - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Rovnoramenný trojúhelńık se skládá ze dvou symetrických pravoúhlých
trojúhelńık̊u. Použijeme momenty setrvačnosti pro pravoúhlý trojúhelńık, a to
k těžǐst’ové ose xT a k ose procházej́ıćı společnou stranou těchto trojúhelńık̊u.

2 1

T T1T2
xT

yT

b
b/2 b/2

h
1
3
h

2
3
h

pro pravoúhlý trojúhelńık plat́ı

IxT
=

1
36

bh3

Iy =
1
12

hb3

Iy je moment ke straně h trojúhelńıku,
jež je výškou rovnoramenného trojúhelńıku
(osa y je totožná s naš́ı osou yT )

délka spodńı strany neńı b, ale b/2

IxT
= 2

(
1
36

(
b

2

)
h3

)
=

1
36

bh3

IyT
= 2

(
1
12

h

(
b

2

)3
)

=
1
48

hb3
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtvrtkruh - momenty setrvačnosti k osám jdoućım “bočńımi stranami”

T

x

y

x

y

dy dA

0

r

dA = x dy diferenciál plochy proužku

rovnice kružnice o poloměru r, sťredu [0, 0]
x2 + y2 = r2

x =
√

r2 − y2 pro x ≥ 0

dA = x dy =
√

r2 − y2 dy

Ix =
∫

A

y2 dA =
∫ r

0

y2
√

r2 − y2 dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y = r sin t
dy = r cos t dt

(t = arcsin
y

r
)

y = 0 ⇒ t = arcsin 0 = 0
y = r ⇒ t = arcsin 1 =

π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∫ π

2

0

r2 sin2 t
√

r2 − r2 sin2 t r cos t dt = r4

∫ π
2

0

sin2 t
√

1− sin2 t cos t dt =
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtvrtkruh - momenty setrvačnosti k osám jdoućım “bočńımi stranami”

= r4

∫ π
2

0

sin2 t cos t
√

1− sin2 t dt =
∣∣∣∣1 = sin2 t + cos2 t
1− sin2 t = cos2 t

∣∣∣∣=
= r4

∫ π
2

0

sin2 t cos2 t dt =

∣∣∣∣∣∣∣
2 sin t cos t = sin 2t

4 sin2 t cos2 t = sin2 2t

sin2 t cos2 t =
1
4

sin2 2t

∣∣∣∣∣∣∣ =
1
4
r4

∫ π
2

0

sin2 2t dt =

∣∣∣∣∣∣∣
sin2 t =

1− cos 2t

2
sin2 2t =

1− cos 4t

2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1
8
r4

∫ π
2

0

(1− cos 4t) dt =
1
8
r4

[
t− 1

4
sin 4t

]π
2

0

=

=
1
8
r4

[(
π

2
− 1

4
sin 2π

)
−
(

0− 1
4

sin 0
)]

=
1
8
r4
(π

2
− 0
)

=
1
16

πr4

Ix =
1
16

πr4
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtvrtkruh - momenty setrvačnosti k osám jdoućım “bočńımi stranami”

T

x

y

x dx

y dA

0

r

dA = y dx diferenciál plochy proužku

rovnice kružnice o poloměru r, sťredu [0, 0]
x2 + y2 = r2

y =
√

r2 − x2 pro y ≥ 0

dA = y dx =
√

r2 − x2 dx

Analogicky jako moment setrvačnosti Ix se vypočte (vyjde stejný určitý integrál)

Iy =
∫

A

x2 dA =
∫ r

0

x2
√

r2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x = r sin t
dx = r cos t dt

(t = arcsin
x

r
)

x = 0 ⇒ t = arcsin 0 = 0
x = r ⇒ t = arcsin 1 =

π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∫ π

2

0

r2 sin2 t
√

r2 − r2 sin2 t r cos t dt = · · · = 1
16

πr4
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Čtvrtkruh - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Pro výpočet užijeme vztahy plynoućı ze Steinerovy věty a již odvozené momenty
setrvačnosti k osám x a y.

T

x

y

r

xT

yT

4r

3π

4r

3π

IxT
= Ix − c2A

IyT
= Iy − d2A

Ix = Iy =
1
16

πr4

momenty k osám x a y

c = d =
4
3

r

π
plyne ze soǔradnic těžǐstě čtvrtkruhu

A =
1
4
πr2

IxT
= IyT

= Ix − c2A = Iy − d2A =
1
16

πr4 −
(

4
3

r

π

)2 1
4
πr2 = r4

(
π

16
− 4

9π

)
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Půlkruh - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Půlkruh je složený obrazec ze dvou čtvrtkruhů. Použijeme moment setrvačnosti
čtvrtkruhu k těžǐst’ové ose xT a k ose procházej́ıćı společnou stranou obou
čtvrtkruhů (je osou symetrie půlkruhu).

T T1T2
xT

yT

r0

4r

3π

12

pro čtvrtkruh plat́ı

IxT
= r4

(
π

16
− 4

9π

)
Iy =

1
16

πr4

Iy je moment setrvačnosti k ose
procházej́ıćı “bočńı stranou” čtvrtkruhu
(je to osa symetrie půlkruhu
a tud́ıž těžǐst’ová osa yT )

IxT
= 2r4

(
π

16
− 4

9π

)
= r4

(
π

8
− 8

9π

)
IyT

= 2
1
16

πr4 =
1
8
πr4

c©Dana Ř́ıhová (Mendelu Brno) Momenty setrvačnosti 25 / 37



Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Kruh - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Kruh je složený obrazec ze dvou půlkruhů. Protože je kruh symetrický podle osy
xT i yT , bude pro momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám platit IxT

= IyT
.

T xT

yT

r

S ≡

1

2

pro půlkruh plat́ı

IyT
=

1
8
πr4

IyT
je moment setrvačnosti k ose

symetrie procházej́ıćı sťredem S

IxT
= IyT

= 2
1
8
πr4 =

1
4
πr4
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Momenty setrvačnosti základńıch pr̊ǔrez̊u

Mezikruž́ı - momenty setrvačnosti k těžǐst’ovým osám

Mezikruž́ı je složený obrazec z vněǰśıho kruhu o poloměru r1 a odeč́ıtaný vniťrńı
kruh o poloměru r2.

T xT

yT

r1r2

S ≡

pro kruh plat́ı

IxT
= IyT

=
1
4
πr4

IxT
= IyT

=
1
4
πr4

1 −
1
4
πr4

2 =
1
4
π
(
r4
1 − r4

2

)
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Neurčitý integrál - vlastnosti, vzorce, integračńı metody

Shrnut́ı základńıho matematického aparátu poťrebného pro výpočet moment̊u
setrvačnosti pr̊ǔrez̊u

Vlastnosti neurčitého integrálu∫
[f(x)± g(x)] dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx∫

cf(x) dx = c

∫
f(x) dx
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Neurčitý integrál - vlastnosti, vzorce, integračńı metody

Základńı vzorce pro integrováńı

1

∫
xn dx =

xn+1

n + 1
+ c, (n 6= −1)

∫
1 dx = x + c

2

∫
1
x

dx = ln |x|+ c

3

∫
ex dx = ex + c,

∫
ax dx =

ax

ln a
+ c

4

∫
sinx dx = − cos x + c,

∫
cos x dx = sinx + c

5

∫
1

sin2 x
dx = −cotgx + c,

∫
1

cos2 x
dx = tgx + c

6

∫
1

A2 + x2
dx =

1
A

arctg
x

A
+ c,

∫
1

A2 − x2
dx =

1
2A

ln
∣∣∣∣A + x

A− x

∣∣∣∣+ c,

7

∫
1√

A2 − x2
dx = arcsin

x

A
+ c,

∫
1√

x2 ±B
dx = ln

∣∣∣x +
√

x2 ±B
∣∣∣+ c
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Neurčitý integrál - vlastnosti, vzorce, integračńı metody

Substitučńı metoda∫
f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∣∣∣∣ t = ϕ(x)
dt = ϕ′(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ f(t) dt

Ze substitučńı metody plynou následuj́ıćı vzorce:

Integrace funkce s lineárńı vniťrńı složkou∫
f(ax + b) dx =

1
a
F (ax + b) + c

Speciálńı p̌ŕıpad zlomku∫
f ′(x)
f(x)

dx = ln |f(x)|+ c
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Neurčitý integrál - vlastnosti, vzorce, integračńı metody

Metoda per partes∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx
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Určitý integrál - vlastnosti, výpočet

Vlastnosti určitého integrálu∫ b

a

[f(x)± g(x)] dx =
∫ b

a

f(x) dx±
∫ b

a

g(x) dx∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx

Aditivita vzhledem k meźım∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx +
∫ b

c

f(x) dx

Výměna meźı určitého integrálu∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx, (a > b)∫ a

a

f(x) dx = 0, (a = b)
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Určitý integrál - vlastnosti, výpočet

Newton - Leibnizova formule pro výpočet určitého integrálu∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

F je primitivńı funkce k f , tedy neurčitý integrál

∫
f(x) dx = F (x) + c
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Určitý integrál - vlastnosti, výpočet

Metoda per partes pro určitý integrál∫ b

a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx

Substitučńı metoda pro určitý integrál∫ β

α

f
[
ϕ(x)

]
ϕ′(x) dx =

∣∣∣∣ t = ϕ(x)
dt = ϕ′(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(t) dt
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